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I11. eloadas

2. Kozelitéo megoldasok, energiaelvek:
2.2. A teljes potencialis energia minimum elve

A teljes potencialis energia az alakvaltozasi energia ¢és a kiils6 erok potencidljanak osszege. A
kiils6 er6k potencialja helyett szokas a kiilsd erdk virtualis munkdjanak minusz egyszeresének
fogalmat is hasznalni. Igy a teljes potencialis energia:

I,=U-w,

ahol

U - az alakvaltozasi energia,

Huzott-nyomott rad alakvaltozasi energiéja u(x) elmozdulas mezé fiiggvényében a kovetkezo

AEg du( )
alaku: U == —d = AEgd AE dx
L o2 L Lo a0
W - a kiils6 er6k virtualis munkaja.
Ez a kifejezés tulajdonképpen egy funkcional.
Funkciondl: matematikdban azokat az leképezéseket, amelyek értékkészlete valos
szamhalmaz, funkcionaloknak nevezziik.

du (x)
dx

Kinematikai egyenlet: &, (x) =

s dN (x)
Egyensulyi egyenlet : 9 =—f,
X
Anyag egyenlet:N = A-E - g, A korabban megfogalmazott peremérték
Kinematikai peremfeltétel: u(x=0)=u(0)=0

Dinamikai peremfeltétel: N (x=1)=

feladathoz rendelt funkcional, azaz a teljes potencialis energia alakja:

I, = —jAE(du( )] dx —j;u £ dx—Fu

dx

—_
alakvaltozési energia kuls6 erdk virtualis munkaja

Amennyiben az igy kapott kifejezésre ugy tekintiink, mint az u(x) tényleges megoldasra

felirt teljes potencidlis energidra, akkor feltehet6 a kérdés, hogy ehhez képest milyen



nagysagu teljes potencialis energia értéket szolgaltat az u”(x) kinematikailag lehetséges
gysagu teljes p g g

kozelité elmozdulas mezd?
A kozelité elmozdulasra vonatkozo teljes potencialis energia hasonldan hatarozhatd meg:

* d ! * *
Hp '[AE[du ]dx—ju f dx—Fu
0

X

A korabban targyaltak szerint a kozelitdé mezd felirhatdé a tényleges elmozdulds mezd és

.....

u”(x)=u(x )+5u(x)

Emlékeztetb”

.....

levé kinematikailag lehetseges elmozduldsmezd kiilonbsége. A virtualis elmozdulassal
megegyez6 modon Su (x)-val jeldljiik.
Roviden: su(x)=u"(x)—-u(x) = u”(x)=u(x)+su(x)
Tulajdonségai: folytonos,
elegendden sokszor differencialhato,

kinematikai peremen értéke nulla.
Ezen Gsszefliggést a potencialis energiaba helyettesitve:

IT, [ u"(x) | =TT, [u(x)+8u(x)]
IT, [u*(x)]:%J.AE[dd—ij dx—ju* f dx—Fu’

IT, [u* =%J"AE( dx u-+du jzdx—j(u+5u) fxdxF{u(l)+5u(l)}=

0 U su,

ahol

2 2
(%(u+5u)) :(g_i"'%(&l)j dx “ (a+b)2 =a’+2ab+b” igy az egyenlet
2 | |
:_J.AE( j —IZ—AE— u)dx+= IAE(d (ou) j dx—J.qudx—J.5ufxdx—qu|—Fxéul
2 dx . ]
a’ 2ab b2

Majd az egyenletet atrendezve:

IT, = —IAE(dXJ dx - _[ufdx -Fu, +

[1 0 —egzakt/tényleges megoldas

j— — 5u)dx—j§ufxdx—FX5u, +
0 X X 0

ST =
l_lp



+%i AE (%(&)T dx

2
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Emlékezteto: a funkcional minimumanak feltételei:
> 611, =0,

» minimum esetén 52 I1,>0.

oI1, =0 A virtualis munkaelv varidcios alakjanak nullara rendezett alakjat szolgéltatja.

.....

.....

52Hp >0 Ez egy kvadratikus kifejezés integralja, ami biztos, hogy nagyobb, mint nulla.

Azaz a teljes potencidlis energia minimummal rendelkezik a tényleges megoldasnal. Azaz ez

rrrrrr

------
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alakvaltozasi energia.

T, =11, 51, + 11,
=0 >0

H’; :Hp +6° Hp = H; > Hp Ha u”=u, [T, =TI,. Azaz a potenciilis energia minimuma
0

elv azt jelenti, hogy a potencialis energianak egzakt megoldas esetén minimuma van.

Megjegyzés:

Az u(x) tényleges vagy egzakt megoldas esetén mind az elsé mind a masodik variacio

| |
nulla, hiszen Fdu, +J.5u1‘X dx:JdﬂA-E du(x)
0 0

dx teljesiil, mivel az eltérés ou=0. Az
dx dx

u”(x) megoldas esetén elirjuk, hogy az elsé variacio legyen nulla, de a masodik variacio
5° [1, >0 kiadodik.

A teljes potencialis energia Gateaux-féle derivaltja:

iranyaba vett derivalasaval is azaz a Gateaux-féle derivalttal.

2 |

%_:[AE(%(U+/16U)) dx—!(u+ﬂ,5u) fdx—F,|u(l)+Asu(l)

d
5Hp:d7

4=0 u Suy

Elso 1épésben végezziik el a derivalast 4 paraméter szerint

ST, {'I(d (su) , d (u+ﬂ5u)j2dx—j6u f dx— deu,} ,

oL dx dx

=0

majd a A =0 helyettesitést, és visszakapjuk az els6 variaciot:



dx

A variaci6 szamitas elmélete szerint egy funkcional minimuma létezésének sziikséges

.....

| |
ST, =jd( AE—dx [out,ax-Fou
0 0

)AE OI—ud —Iéu f.dx—Fou,,
X

oll, =

ami megegyezﬂ( a virtualis munka elve variacios alakjaval. ez azt jelenti, hogy konzervativ
kiilso terhelés esetén a két elv rugalmas peremérték feladatokra nézve egyenértékii.
A teljes potencialis energia minimum elvére alapozott kozelité megoldas tulajdonsagai:
% az elmozdulas mezdének kinematikailag lehetségesnek kell lennie,
¢ a kapott megoldas integral értelemben kielégiti az egyensulyi egyenletet és a
dinamikai peremfeltételt.

2.3. Példa teljes potencialis energia minimum elvére

Egy k merevségii rugot F erd terheli. Hatarozzuk meg a rugd végpontjainak x iranya u
elmozdulésat a teljes potencialis energia minimum elvének felhasznalasaval!

F

K
u

1. dbra: Rugo terhelése koncentralt erdvel

A rugalmas rendszer potencialis energiaja:
I, (u) :%ku2 ~Fu

A teljes potencialis energia kifejezése nem funkcional, hanem valods fliggvény. A potencidlis
energia minimum elv értelmében a fliggvénynek keressiik a minimumat. A 1étezésének
szlikséges feltétele, hogy elsé derivaltja zérus legyen

di[l_[p (U)] =0=ku—F ezen egyenlet atalakitasaval a mar jol ismert dsszefliggést kapjuk
u
az elmozdulasra:
=
u=—.
k

A bemutatott példa megoldési m(')dszere a legegyszerlibb lineérisan rugalmas végeselemes

s

peremertek feladat megoldasaval.



2.4. Ritz-médszer

Az elv alkalmazésat huzott-nyomott rudfeladat kozelité megoldasanak eldallitdsara mutatjuk
be.

[T, >I1,, ahol IT; [u* (X)] funkcionalta C,,C,,C,,... paraméterek [T, (C,,C,,C,,...)
tobbvaltozos fiiggvényévé alakitjuk.

Azaz legyen valamely egydimenzids rugalmas peremérték feladat kinematikailag lehetséges
elmozdulésa az alabbi alakban adott (a megoldast hatvanysorral kozelitjiik):

u"(x)=Co +Cx+C,x* +Cox° +...+C X" +...,

ahol C,,C,,C,,...ismeretlen paraméterek. Ha ezen kozelitd megoldast a

H*

p

2 dx

alakvaltozasi energia kulsé erdk virtualis munkéja

| * 2 I
[u"(x)]== 1 [ AE (d“—(x)] dx —[u"fdx-Fy, funkcionalba
0 0

helyettesitjiik, akkor a teljes potencialis energia a C,C,,C,,... paraméterek tobbvaltozos
fiiggvényéve valik [T} (C,,C,,C,,...).

A teljes potencialis energia minimum elv alkalmazasa ebben az esetben azt jelenti, hogy egy
tobbvaltozos fiiggvény szélséértékét keressiik a sziikséges feltétel alkalmazasaval
MinTT, (Cy.Co.Cy .. - Uy o, (1=01.2...)

oC,
A Ritz-modszer alkalmazasa az ismeretlen paraméterek szamaval megegyez6 linearis algebrai
egyenletrendszert eredményez azok meghatarozasahoz.

2.4. Ritz-médszer, Linearis approximacio (elséfoku kozelités)

Tekintsiik ismét a huzott-nyomott rad feladatot, és keressiik a feladat kozelitd megoldasat az
alabbi alakban:

u"(x)=C, +C,x. Ellendrizziik, hogy ezen u"(x)=C,+C,x feltételezett megoldas

kinematikailag lehetséges-€.
Emlékezteto:

Kinematikailag lehetséges elmozdulias mezé: az az u”(x) elmozdulds mez6, amely

folytonos, elegendden sokszor differencialhat6 és kielégiti a kinematikai peremfeltételt. Ezen
definicid alapjan az elsd feladatra teljesiilnie kell az alabbi egyenletnek.

A kinematikai peremfeltétel: u”(x=0)=0, azaz C,+C,0=0 = C,=0.Azazaz

u"(0)=0=C,+C,0 egyenlet csak akkor teljesiil, ha C, =0, azaz a kinematikailag

lehetséges elmozdulas a kovetkez6 alaku
u"(x)=Cyx.



*

A derivalhatosag feltétele &' (x)= (jji =C, is teljesiil, tehat megallapithatjuk, hogy az
X

u’ (X) =C,x alaku kozelitd elmozdulas kinematikailag lehetséges.

u"(x)=Cyx
Az du” képleteket behelyettesitve az
& (x)=—=C,
dx
|
I, [u(x)] j AE ( d“d(x )j dx —[u fdx—Fu funkcionalba,

alakvaltozési energia kuls6 erdk virtualis munkaja
2

| |
a IT,[u"(x)]=1T, (C,) = % [AE(C,) dx —[Cx f,dx—F,Cl kifejezést kapjuk.
0 0

Egyvaltozos fiiggvény szélsoértéke:

Sziikséges feltétel: a fliggvény elso derivaltja az adott helyen nulla legyen.

Elégséges feltétel: a fliggvény masodik derivaltjanak eldjele nem valtozhat (ez mindig
teljesiilni fog).

Azaz akkor lesz a potencialis energidnak szélséértéke, ha

d | |
minIT; (C,) I, =0= [ AEC,dx — [ x f,dx—F|
0 0

1

A kijelolt integralast elvégezve €s az ismeretlen paramétert kifejezve:

O:AEClj dx — ijxdx—FXI
0

IZ

0=AECI-f,——Fl  [:l/:AE
fxl +Fx f|+2F
'T2AE  AE  2AE
fl+2F
u*(x)=Cx=—=2>—"—"Xx
()=, 2AE
u
u(x=0)=0
2 I
u(x=t)=——tpp o[ Bt o R H2R] |
2AE AE 2AE
. f.l+2F, f 2 |:X| | X
ur(x=1)=Cx= 2AE = 2AE AE . abra: Elmozdulas fiiggvény abrazolasa

egzakt és kozelitd megoldas esetén



x=1)=F,
N*(x):AEdu =2Fx+fx|=|:x+fx|
dx 2 2
N (x=0)=F,
fl
N*(x=1)=F, +-=

Ha 0sszevetjiik a kozelité megoldasokat a megfelel egzakt megoldasokkal akkor valoban
mind a két esetben Iényeges eltérés mutatkozik.

A kozelitdo megoldas mindsitéséhez definialnunk kell a hiba fogalmat.
A megoldas hibaja: az egzakt és a kozelitd megoldas kozotti kiillonbség.

def
(%) = U (X) ~U" (%),
ahol e(x) ahiba, amely x-nek a fiiggvénye. Gyakorlati szamitasokhoz a hiba energia

normajat szokas alkalmazni, amely tulajdonképpen a hibafiiggvénybdl szdmolt alakvaltozasi

energia 6°I1,(=I1,"—TI,) masodik varici6 négyzetgydke.

le]. = \/%;IAE (%(&)de _ \/%'!AE (%) N TATAETR)

ahol || | a norma jele, és a norma jel E indexe az energia fogalomra utal.

A hiba linearis approximacio esetén:
def
e(x) = Uegzant (X)_u (X) =
f, X2+Fx+fxlx_2Fx+fX|X_ f, 24 f,l «

e(x)=- —
2AE AE 2AE 2AE 2AE
Ezen hiba fliggvényt megvizsgalva lathato, hogy a hiba zérustol kiilonbozé f, megoszld erd

esetén jelentkezik, de a rad végén x =1 helyettesitésnél az elmozdulés hibaja zérus.
Megallapithato, hogy a rud végei az elmozdulas kiértékelése szempontjabol optimalis pontok.
A hiba fliggvény derivaltja az alakvaltozas hibajat adja:

de f _ fl f ( |
— =X x4+ 2= —X+—
dx AE  2AE AE 2

A rad kozepén az X = 3 helyettesitésnél az alakvaltozas hibdja zérus, azaz az alakvaltozasbol

szamolt raderd ebben a pontban pontos. A feladatban a raderd optimalis kiértékelési helye a
rud felezd pontja.
Az energia norma szerint értelmezett hiba:
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A végeselem programok a megoldas hibajat szintén energia normaban adjak meg. Felvetodik
a kérdés, hogy hogyan valtozik a megoldas pontossaga az approximacio fokszamanak
novelésekor? A kovetkezd példaban az elmozdulast kvadratikus fiiggvénnyel kozelitjiik.



